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La resolucion de problemas en Teora del Potencial, y en particular, el calculo
de tomas de tierra en instalaciones electricas, ha adquirido nuevas perspectivas
mediante la aplicacion del Metodo de Elementos de Contorno [4,5].

Este ha
permitido la obtencion de formulaciones generalistas que incluyen a los distintos
procedimientos intuitivos de calculo empleados hasta el momento [2,3].
El desarrollo de la formulacion completa basada en el Metodo de Elementos
de Contorno, y su discusion, pueden encontrarse en trabajos recientes [4,5,6],
en tanto que en este artculo se presentan las tecnicas de integracion analtica
desarrolladas para el tratamiento de sus ecuaciones discretizadas. En primer
lugar se deriva el calculo del potencial generado por un electrodo en un punto
del espacio, que es la base para los calculos de las contribuciones elementales
(integrales) del sistema de ecuaciones lineales obtenido de la discretizacion
del problema en elementos de contorno [6]. Estas contribuciones, que pueden
interpretarse como medidas ponderadas de los potenciales generados por un
electrodo sobre otro en el espacio, se analizan para distintas posiciones relativas




Sucesivas simplicaciones aplicadas a la formulacion general de elementos
de contorno [6] permiten reducir paulatinamente la complejidad del problema
de calculo de una toma de tierra. Finalmente, cada uno de los conductores
cilndricos que conforman la toma de tierra puede modelizarse mediante un
segmento de recta en el espacio |el eje de la barra cilndrica| denido por sus
puntos extremos, y dotado de una propiedad geometrica adicional |el diametro
de la barra| que se tiene en cuenta en los calculos.
El potencial generado por un electrodo en un punto del espacio x puede
obtenerse como suma de las contribuciones de cada uno de los conductores que
componen la toma de tierra [6]. De este modo, en la formulacion simplicada




























(x) es la contribucion de la funcion de prueba i-esima al potencial
generado por el elemento recto L

que forma parte del electrodo L (que ha sido
discretizado en m elementos de contorno 1D fL








)g es un conjunto dado de n funciones de prueba denidas en L, 

es el
diametro del electrodo cilndrico que se asume constante en cada elemento y 
es la conductividad aparente del terreno en el que se encuentra el sistema de
tomas de tierra. Siendo
b






su simetrico respecto a



































Por otra parte, la discretizacion simplicada en elementos de contorno 1D

















































es la contribucion de la funcion de prueba i-esima al potencial
generado por el elemento L






































































ON DEL POTENCIAL GENERADO POR UN
ELECTRODO EN UN PUNTO DEL ESPACIO
2.1. Calculo de la integral de lnea en el electrodo
La lnea de un elemento L

queda perfectamente denida por las













, la longitud L



























































para un valor del parametro escalar  comprendido entre  1 y 1, (dominio de
las funciones de forma isoparametricas). Efectuando este cambio de la variable


































() haciendo referencia a las funciones de forma comunmente empleadas en








































Por otra parte, el desarrollo en serie de potencias hasta el termino de segundo




() alrededor del punto  permite expresar esta en terminos

























































la distancia del punto x a su proyeccion ortogonal sobre la direccion





distancia desde cualquier punto x a un punto
b



























Analizando el primero de los sumandos integrales de (7), el termino br(x;
b
())
se puede escribir en terminos de parametros constantes para un elemento  y un































Mediante la substitucion de las funciones (8) y la expresion de br(x;
b
()) en


































+ (bq   )
2
d: (11)
Si se efectua un cambio en la variable para facilitar la integracion, esta











































































































































































El calculo se completa aplicando el resultado de la ecuacion (13) al segundo
termino de los sumandos integrales de (7). Si se denominan bp y bq los parametros




























3. POTENCIAL DE DOS ELECTRODOS EN EL ESPACIO
3.1. Calculo de las integrales de lnea sobre los electrodos
La lnea de un elemento L

queda denida por las coordenadas cartesianas












, la longitud del elemento
L



























































para valores del parametro escalar  comprendido entre  1 y 1, (dominio de las
funciones de forma isoparametricas). Introduciendo este cambio de variable
b
,
junto con el cambio de
b









































































































































() la funcion, primera y segunda derivadas evaluadas
en el punto . Si se substituyen en (17) estas expresiones, las de (8) y el nucleo







































































































Esta expresion es el resultado de la integracion de unas integrales analogas
a las del potencial (11) y por tanto puede hacerse uso de los resultados (14) y
























































































































































) es la integracion entre dos barras cilndricas que se
denen por las coordenadas cartesianas de los puntos extremos de sus ejes. As
se analizara el primero de los sumandos de (20), y el segundo se considerara









) y a la que se aplicaran los mismos resultados.
3.2. Analisis geometrico de dos rectas en el espacio
Dos rectas cualesquiera en el espacio siempre pueden orientarse, efectuando
las oportunas traslaciones, de forma tal que el origen de coordenadas este situado
en el centro de una de las dos rectas y que por ella pase uno de los ejes cartesianos.








) y la recta








). Si se situa el origen en el centro de la
recta  y se hace coincidir dicha barra con el eje Y , las rectas estaran denidas
por unas nuevas coordenadas de sus puntos extremos referidos a este nuevo
















). Haciendo uso de las relaciones
























= (0; 1; 0)




















y q (9) de un punto
e
 de la recta  a un punto de la recta


















y dado que cualquier punto de la recta  se puede determinar con (16), haciendo




































































































Estos coecientes son la clave de todo el desarrollo que sigue a continuacion
ya que en ellos esta contenida toda la informacion para calcular las distancias
entre dos puntos de dos rectas  y  en cualquier disposicion espacial.
3.3. Calculo de las integrales elementales
La substitucion en (21) de las formulas analticas (bp; bq) deducidas en la
ecuacion del potencial (14) conduce a una expresion que es funcion unicamente


























































































Si en este punto se substituyen las expresiones obtenidas en el apartado (3.2)
para las distancias adimensionales, se reordenan los terminos y se denen unos
coecientes que permitan separar los parametros geometricos de las funciones de




























































































































































































































































































































Como puede observarse, los coecientes K
(u)
w
se expresan como el producto
de tres matrices (o vectores) que contienen de forma separada las funciones de





















son los coecientes integrales, y que en su forma mas

























































d w = 0; 1; 2; 3; 4
(29)
Sean Ifmg[a; b; c; d](x) y J fmg[a; b; c; d](x) primitivas genericas tales que









































para valores dados de los parametros a; b; c; d y del exponente m 2 f0; 1; 2; 3; 4g.










































































































































































El objetivo es la obtencion de expresiones analticas de las primitivas
genericas Ifmg[a; b; c; d](x) y J fmg[a; b; c; d](x) para los distintos valores del
exponente m 2 f0; 1; 2; 3; 4g y de los parametros [a; b; c; d] que dependen de
las propiedades geometricas de las dos rectas en el espacio. Se analizaran en
primer lugar las dos disposiciones de barras mas frecuentes, que son rectas
perpendiculares (B = 0) y rectas paralelas (B
2
= 1).
3.3.1 Calculo de las Integrales Genericas en el Caso de Barras
Perpendiculares.
Las expresiones siguientes han sido desarrolladas pensando en facilitar la
posterior implementacion de la formulacion, y en la medida de lo posible
efectuando las menores operaciones que involucren funciones logartmicas y
trigonometricas. A tal n, se han derivado formulas analticas recurrentes, para
lo que se han introducido las funciones
b
Ifmg[a; b; c; d](x), I
1




fmg[a; b; c; d](x), y I
2

















































fm  2g   2dI
1











































































En el Anexo 1 se incluyen las integrales que completan las formulas
anteriores y que permiten iniciar los calculos recurrentes.
3.3.2 Calculo de las Integrales Genericas en el Caso de Barras
Paralelas.
En el caso de una disposicon paralela de las barras en el espacio, la
resolucion es mas sencilla que en el caso de las perpendiculares. En este
caso se han introducido las funciones
b




fmg[a; b; c; d](x),
y
b




















































































En el Anexo 2 se especican las expresiones que inician la recurrencia.
4. CONCLUSIONES
Se ha presentado el desarrollo de la formulacion de integracion analtica para
el calculo de sistemas de tomas de tierra en instalaciones electricas basada en
el Metodo de Elementos de Contorno, y se han derivado las expresiones para el
calculo de las contribuciones al potencial segun la disposicion de los electrodos
que forman la toma de tierra en los casos mas frecuentes (perpendiculares y
paralelos). Asmismo se ha comprobado que las formulas obtenidas incluyen
como caso particular al Metodo de Howe [1], propuesto por UNESA para la
aplicacion del Reglamento sobre Condiciones Tecnicas y Garantas de Seguridad
en Centrales Electricas, Subestaciones y Centros de Transformacion.
Tanto en el caso de barras paralelas como el de perpendiculares la
correcta implementacion de esta formulacion analtica simplica notablemente
las expresiones y el numero de calculos que se realizan.

Esta ha sido incorporada
a un Sistema de Dise~no Asistido por Ordenador para calculo de tomas de tierra
en subestaciones electricas obteniendose unos excelentes resultados por cuanto
al desaparecer casi por completo la integracion numerica (solo es necesaria en
aquellos casos que las barras no sean ni paralelas ni perpendiculares) los tiempos
de computacion se reducen drasticamente [6].
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ANEXO 1 : BARRAS PERPENDICULARES









































































































f1g = x  d I
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ANEXO 2 : BARRAS PARALELAS
If0g = (x+ d) ln

b (x+ d) +
p
(x+ d)
2
+R
2

  b
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2
+R
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b
If0g = If0g;
b
I
1
f1g =
p
(x+ d)
2
+R
2
;
b
I
1
f0g = argsh

x+ d
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